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$E$ $\overline{\mathbb{Q}}$








$A,$ $B$ $K$ $A^{K}\sim B$ .
$2.1([15])$ . $E/K$ $K$ . $E$ $\mathbb{Q}-$
: $\sigma\in G_{\mathbb{Q}}=\mathrm{G}\mathrm{a}1(\overline{\mathbb{Q}}/\mathbb{Q})$ $\sigma E$ $E$ .
$E$ B. Gross [9].




$2.2([15])$ . $A/K$ $K$ . $A$
$A$ $N$ $A$ $X_{1}(N)$ $J_{1}(N)$
\copyright .
Ribet – .
$2.\bm{3}([15])$ . $\mathbb{Q}-$ ( 22 ) $=$. .
c Ribet .
1 .
1521 2006 99-107 99
$2.4([15])$ .
(1) $\mathbb{Q}-$ $\mathrm{G}\mathrm{L}_{2}$ O- .
$\mathrm{G}\mathrm{L}_{2}$ $A$ $\mathbb{Q}$ $\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{\mathbb{Q}}(A)\otimes_{\mathrm{Z}}\mathbb{Q}$
Q dim(A) .
(2) Serre $\mathrm{G}\mathrm{L}_{2}$ $A$
. $f\in S_{2}(\Gamma_{1}(N))$ $A^{\mathbb{Q}}\sim A_{f}$ . $A_{f}$ $f$
.
(3) $\mathrm{G}\mathrm{L}_{2}$ – \copyright $\mathbb{Q}-$ .
24 (1) (2) Serre 2.3 .
24 ( – – )
.
(A) $\mathbb{Q}-$ .




. Ribet [15] .
$\mathcal{M}_{\mathrm{A}\mathrm{H}\mathrm{C}}(\mathrm{c}\mathrm{f}$ . $[3]$ ,
[13] $)$ .
( ). $M$ $K$





(1) $N$ $(p, q)+(q,p),$ $P>q$ .
(2) $\mathfrak{X}:=\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{\Phi}(N)\otimes_{\mathrm{Z}}\mathbb{Q}$ $F$
$t:=\sqrt{\dim_{F}(\mathfrak{X})}$ 1 $2_{\text{ }}$ $2t[F:\mathbb{Q}]=\mathrm{r}\bm{\mathrm{t}}\mathrm{k}(N)$ .
(3) $\sigma\in \mathrm{G}_{\mathrm{Q}}$ ( ) $\mu_{\sigma}$ : $\sigma Narrow N$
$\phi\in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}\varpi(N)\otimes \mathrm{z}\mathbb{Q}$ $\mu_{\sigma}0^{\sigma}\phi=\phi\circ\mu_{\sigma}$ .
GL2 .
100
32. $\mathrm{G}\mathrm{L}_{2}$ $\mathbb{Q}$ $M$
:
(1) $M$ $(p, q)+(q,p),$ $p>q$ .
(2) $\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{\mathbb{Q}}(M)\otimes_{\mathrm{Z}}\mathbb{Q}$ $\frac{1}{2}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}(M)$ .
32 (1) rank$(N)$ rank $(M)$
.















(1) $\mathbb{Q}$- $\mathrm{G}\mathrm{L}_{2}$ -Q- .
(2) Serre Tate $\mathrm{G}\mathrm{L}_{2}$
$M$ $=$ . $k$ $f\in S_{k}(\Gamma_{1}(N))$
$M^{\mathbb{Q}}\sim M_{f}$ . $M_{f}$ $f$ Scholl .
(3) $\mathrm{G}\mathrm{L}_{2}\text{ ^{ }\overline{\mathbb{Q}}}$- Q- .
4.1 (1) (2) Serre Tate
. $N$
a $N$ $W_{1}(N):=W_{N}^{\Gamma_{N}^{1}}$ -Q-
($W_{1}(N)$ [2] $\mathrm{p}.9$ ).
41 ( - - ) .
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(A) Q- .





$M$ $\mathrm{G}\mathrm{L}_{2}$ $E:=\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{\mathbb{Q}}(M)\otimes \mathrm{z}\mathbb{Q}$ . $l$ $l$
$E$ ( ) $\lambda$ . $M$ \mbox{\boldmath $\lambda$}-
:
$\rho_{\lambda}$ : $\mathrm{G}_{\mathbb{Q}}arrow \mathrm{G}\mathrm{L}_{E\Phi \mathbb{Q}_{l}}(H_{\epsilon t}(M))\simeq\prod_{\lambda|l}\mathrm{G}\mathrm{L}_{2}(E_{\lambda})arrow \mathrm{G}\mathrm{L}_{2}(E_{\lambda})$ .
$B=B(M)$ $l\geq B$ $H_{\epsilon t}(M, \mathbb{Z}_{1})$ $\mathbb{Z}_{l}$
.
$\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{\mathbb{Q}}(M)$ $E$ $O_{E}$ .
$l\geq B$ $\lambda|l$ $M$
$\lambda$- :
$\overline{\rho_{\lambda}}$ : $\mathrm{G}_{\mathbb{Q}}arrow \mathrm{G}\mathrm{L}_{o_{B\otimes \mathrm{z}_{1}(H_{et}(M,\mathbb{Z}_{\mathrm{t}}))\simeq\prod_{\lambda|l}\mathrm{G}\mathrm{L}_{2}(O_{E_{\lambda}})}}arrow \mathrm{G}\mathrm{L}_{2}(\mathrm{F}_{\lambda}),$ $\mathrm{F}_{\lambda}=O_{B_{\lambda}}/\lambda O_{B_{\lambda}}$ .
$\backslash \overline{\rho_{\lambda}}$ . $M$ $(p, q)+(q,p),$ $p>q$
$\lambda$
$\overline{\rho_{\lambda}}$ $k_{\lambda}=p-q+1$ $\lambda$
( [17] ). –
$\lambda$ Fontaine-Laffaille [6] $P$
([4], [21]) .
$M$ A $E$ $\lambda$ :
(0) $\lambda$ $l[]\mathrm{h}l\geq B=B(M)$ .
(1) (0) $\lambda$ $\overline{\rho_{\lambda}}$ .
(2) $\lambda$ (i.e. $\lambda p$) $E$ .
(3) $\lambda$ $M$ (Artin) $E$ .
(4) $\lambda$ $l$ $\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{\mathbb{Q}}(M)\otimes \mathbb{Z}/l\mathbb{Z}$ .
5 Tate A ( ) .
Tate $M$ $(p, 0)+(0,p)$ .
$\lambda\in\Lambda$ . $\lambda\in.\Lambda$ $N_{\lambda}$ $N$ .
Serre +I(FFI(N))
$\overline{\rho_{\lambda}}\simeq\rho f\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} \lambda$ ,
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. $f\in S_{p+1}(\Gamma_{1}(N))$ . $f$ –
$\overline{\rho_{\lambda}}\simeq\rho_{f}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} \lambda$
$\lambda\in\Lambda$ .
$R$ $\mathbb{Q}(a_{n}(f)|(n, N)=1)$ $\phi_{\lambda}$ : $R\ni a_{p}arrow \mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}(\overline{\rho}_{\lambda}(\mathrm{F}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{b}_{p}))\in$





$\overline{V}_{M}=H_{\mathrm{e}\mathrm{t}}(M, \mathbb{Z}_{\mathrm{t}})/lH_{\mathrm{e}\mathrm{t}}(M, \mathbb{Z}_{l})_{\text{ }}\overline{V}_{M_{f}}:=H_{\mathrm{e}\mathrm{t}}(M_{f}, \mathbb{Z}_{1})/lH_{\mathrm{e}\mathrm{t}}(M_{f)}\mathbb{Z}_{\mathrm{t}})$ .
$\lambda\in\Lambda$ $\overline{\mathrm{F}}_{\lambda}=\overline{\mathrm{F}}_{\iota}$ . –V




Tate (d) [1] $l$
$\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{\mathrm{Q}}(M_{f}, M)\otimes_{\mathrm{Z}}\mathbb{Z}/l\mathbb{Z}arrow \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{\mathrm{G}_{\mathrm{Q}}}(\overline{V}_{M_{f}},\overline{V}_{M})$
. A $\lambda\in\Lambda,$ $\lambda|l$
$\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{\mathbb{Q}}(M_{f}, M)\neq 0\text{ _{ }}$ ( ) Tate $M_{f}\sim M\text{ }\mathbb{Q}\text{ }$ .
4.1-(1) (3) .
(1) .
$N$ $\mathbb{Q}$- . $\sigma\in \mathrm{G}_{\mathbb{Q}}$ $\mu_{\sigma}$ : $\sigma Narrow N$
$\mathrm{G}_{\mathrm{Q}}$ 2- $c:\mathrm{G}_{\mathbb{Q}}\cross \mathrm{G}_{\mathbb{Q}}arrow F^{*}$ :
$c(\sigma,\tau):=\mu_{\sigma}0^{\sigma}\mu_{\tau}\circ\mu_{\sigma\tau}^{-1}$ .






$\beta$ : $\mathrm{G}_{\mathbb{Q}}arrow\overline{\mathbb{Q}}^{*}$ ,
$c(\sigma,\tau)=\beta(\sigma)\cdot\beta(\tau)\cdot\beta(\sigma\tau)^{-1}$ . $E=F(\beta(\sigma)|\sigma\in \mathrm{G}_{\mathrm{Q}})$
. $\beta$ $E$ $F$ .
103
.$H^{2}(\mathrm{G}_{\mathbb{Q}}, F^{*})arrow H^{2}(\mathrm{G}_{\mathbb{Q}}, (\overline{\mathbb{Q}}\otimes F)^{*})arrow \mathrm{B}\mathrm{r}(F)$
$\downarrow$ $\downarrow$ $\downarrow E\otimes_{F}*$
$H^{2}(\mathrm{G}_{\mathbb{Q}}, E^{*})arrow H^{2}(\mathrm{G}_{\mathbb{Q}}, (\overline{\mathbb{Q}}\otimes E)^{*})arrow \mathrm{B}\mathrm{r}(E)$.
2- $c$ $[c]$ $\mathrm{B}\mathrm{r}(F)$ $[\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{\overline{\mathbb{Q}}}(N)\otimes \mathrm{z}\mathbb{Q})]$ – .
$H^{2}(\mathrm{G}_{\mathbb{Q}}, E^{*})$ $[c]$ $\mathrm{B}\mathrm{r}(E)$
$[E\otimes_{F}(\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{\Phi}(N)\emptyset \mathrm{z}\mathbb{Q})]=0$ . $E\otimes p(\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{\Phi}(N)\otimes \mathrm{z}\mathbb{Q})=M_{t}(E)$
$t$ $\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{\Phi}(N)\otimes \mathrm{z}\mathbb{Q}$ . [14] $\mathbb{Q}$
N0 $\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{\mathbb{Q}}(N_{0})\otimes \mathrm{z}\mathbb{Q}=E\otimes_{F}(\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{\overline{\mathbb{Q}}}(N)\otimes_{\mathrm{Z}}\mathbb{Q})\text{ }$
. $N_{0}$ $N$ Weil restriction
.
$e$ $M_{t}(E)$ $M=e(N_{0})$ $N$ \copyright -
$\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{\mathbb{Q}}(M)\otimes \mathrm{z}\mathbb{Q}=E$ $\mathrm{G}\mathrm{L}_{2}$ .
41-(3) GL2 M






Serre ([17]). $P$ $\overline{\mathrm{F}}_{\mathrm{p}}$ Fp .
( ) $\overline{\rho}$ : $G_{\mathbb{Q}}arrow \mathrm{G}\mathrm{L}_{2}(\overline{\mathrm{F}}_{p})$ $=$.




$\rho\iota$ : $\mathrm{G}_{K}=\mathrm{G}\mathrm{a}1(\overline{K}/K)arrow \mathrm{G}\mathrm{L}_{\mathrm{Z}_{l}}(H_{\mathrm{e}\mathrm{t}}(N, \mathbb{Z}_{\iota}))$,
$N$ l- .
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Tate ([19]). $N$ $M$ $K$ .
$B$ $l\geq B$ $H_{\mathrm{e}\mathrm{t}}(N, \mathbb{Z}_{\iota})$ $H_{\mathrm{e}\mathrm{t}}(M, \mathbb{Z}_{l})$ $\mathbb{Z}_{l}-$
( $B$ ).
:
(a) $H_{\mathrm{e}\mathrm{t}}(N$ , Z GK-
(b) $\alpha_{K}$ : $\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{K}(N, M)\otimes_{\mathrm{Z}}\mathbb{Z}_{l}arrow \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{\mathrm{G}_{K}}(H_{\mathrm{e}\mathrm{t}}(N, \mathbb{Z}_{l}),$ $H_{\mathrm{e}\mathrm{t}}(M, \mathbb{Z}_{\mathrm{t}}))$ .
(c) $l\geq B$ , $\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{\mathrm{Z}_{l}}(H_{\mathrm{e}\mathrm{t}}(M, \mathbb{Z}_{\iota}))$ $\mathbb{Z}_{l}[\rho_{l}(\mathrm{G}_{K})]$
$\beta_{K}$ : $\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{K}(M)arrow \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{\mathrm{Z}_{l}}(H_{\mathrm{e}\mathrm{t}}(M, \mathrm{Z}_{\mathrm{t}}))$ full commutator – .
(d) $l\geq B$ $\beta \mathrm{t}$ $l$ .
$l\geq B$ $\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{F_{l}}(H_{\mathrm{e}\mathrm{t}}(M, \mathbb{Z}_{1})/lH_{\mathrm{e}\mathrm{t}}(M, \mathbb{Z}_{l}))$ $\mathrm{F}_{\mathrm{t}}[\overline{\rho}_{l}(\mathrm{G}_{K})]$
$\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{K}(M)\otimes \mathbb{Z}/l\mathbb{Z}arrow \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{\mathrm{F}_{l}}(H_{\mathrm{e}\mathrm{t}}(M, \mathbb{Z}_{l})/lH_{\mathrm{e}\mathrm{t}}(M, \mathbb{Z}_{l}))$
full commutator $\not\geq-\mathrm{a}$ .
6











$\mathrm{Y}_{D}$ : $x+ \frac{D}{x}+y+\frac{D}{y}+z+\frac{D}{z}+w+\frac{D}{w}=0$,
. $X_{D}$ [7] $\mathrm{Y}_{D}$ . $X_{D}$
$M_{D}:=(X_{D}, \Delta_{3})$ $\mathrm{G}\mathrm{L}_{2}$










(3) $M_{D}$ ( 33 ) .
(1) (2) [7] . (3) l-
.
1 $\mathbb{Q}$- Building block
. [23] .
(a) $C_{1}$ : $y^{2}=x^{6}-2(-1+\sqrt{5})x^{5}+10(-2+\sqrt{5})x^{3}-2(-11+15\sqrt{5})x-41+6\sqrt{5}$.
$\mathrm{R}\mathrm{a}\mathrm{e}_{\mathbb{Q}(\sqrt{5})/\mathrm{Q}}J(C_{1})$ $J_{0}(125)$ 4 .
(b) $C_{2}$ : $y^{2}=x^{5}+3\sqrt{2}x^{4}-4x^{3}-12\sqrt{2}x^{2}-12x+28\sqrt{2}$.
${\rm Res}_{\mathbb{Q}(\sqrt{2})/\mathbb{Q}}J(C_{2})$ $J_{0}(512)$ 4 .
(c) $C_{3}$ : $y^{2}=x^{6}-5(1+ \sqrt{5})x^{3}+12\sqrt{5}x+\frac{5}{2}(3+\sqrt{5})$ .
${\rm Res}_{\mathrm{Q}(\sqrt{5})/\mathbb{Q}}J(C_{3})$ $J_{0}(1125)$ 4 Q- .
(d) $C_{4}$ : $y^{2}=4x^{5}-12x^{4}-8x^{3}+24x^{2}-8(-5+2\sqrt{2})x-8(-3+2\sqrt{2})$ .
${\rm Res}_{\mathbb{Q}(\sqrt{2})/\mathbb{Q}}J(C_{4})$ $J_{0}(1792)$ 4 Q- .
Building block $=$
. [12] .
(e) $C_{6}$ : $y^{2}=4x^{6}-8(-1+\sqrt{2})x$ .
${\rm Res}_{\mathrm{Q}(\sqrt{2})/\mathbb{Q}}J(C_{5})$ $J_{0}(2048)$ 4 $\mathbb{Q}(\zeta_{8})$ $\mathbb{Z}[\sqrt{-2]}$
4 .
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